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  خلاصه
و معايب و محاسن اين   براي حل معادلات آبهاي كم عمق پرداخته شده با دقت درجه يك و دو در زمانه لاگرانژيببه معرفي روش ش مقاله دراين

نتايج نشان مي دهد كه روش شبه لاگرانژي نسبت به .  استكست سد مورد بررسي قرار گرفتروش نسبت به روش اولري در يك مدل عددي ش
 ولي ، پراش عددي اين روش نيز كمتر خواهد بودت محدود نمي شود ونروش اولري از پايداري بيشتري برخوردار بوده و پايداري آن با عدد كورا

  . ميانيابي خطي بيشتر است به دليل استفاده ازيژ شبه لاگراناستهلاك موج در روش
   

  ، ويسكوزيته استهلاك موج،ديعد، روش اولري، پراش  روش شبه لاگرانژي: كليديكلمات                
  
  
  
  مقدمه 

 ـلضل محدود براي حل دستگاه معادلات پيچيده ديناميك سيالات به منظور تشريح حركـت سـيا  ادر دهه هاي گذشته انواع متفاوتي از روشهاي تف   ه  ارائ
  .ياي ويژه اي كه نسبت به روش لاگرانژي و اولري از خود نشان مي دهد توسعه زيادي يافته استا روش شبه لاگرانژي به دليل مزامروزه. شده است

 مـي تـوان تركيبـي از روش اولـري و     ايـن روش را . ]1[ در انجمن هواشناسي معرفـي شـد    1981 در سال    Robertاولين بار توسط    ژي  نروش شبه لاگرا  
ازآنجايي كه شاهد در نقطه ثابتي قـرار        .  بيننده در يك نقطه ثابتي قرار گرفته و حركت سيال را مشاهده مي كند              در روش اولري  . ]3،2[ گرانژي دانست لا

  الگـوريتم حـل بـه    ثابت باقي مي ماند؛ اما به منظور پايدار مانـدن   منظم بوده و در طول محاسبه   ،دارد، شبكه بندي مورد نياز براي حل دستگاه معادلات        
براي بازه  از سوي ديگر در روش لاگرانژي بيننده همراه ذرات سيال حركت مي كند، اين تكنيك محدوديت كمتري را       . بازه هاي زماني كوچكي نياز است     

 طـول محاسـبات بـه        در يال كه ت شاهد با ذرات س    كاما به دليل حر   . اشدبزماني ايجاد كرده و اجازه مي دهد كه بازه زماني نسبت به روش اولري بزرگتر                
 در واقـع ارائـه روش   .]4[  خواهد بـود  در طول زمان محاسبه، اين روش فاقد يك شبكه بندي منظم وثابت     طور غير منظمي در سيستم حركت مي كنند       

ه اين هدف در هـر بـازه زمـاني           براي رسيدن ب   . است پايداري بيشتر روش لاگرانژي    اولري و     روش  بندي هشبه لاگرانژي تلاشي براي استفاده از نظم شبك       
 نقاط گره در يك شبكه بندي منظم در ناحيه محاسباتي قـرار              يكي از  گيرم كه در انتهاي هر بازه زماني دقيقاً برروي        مي   در نظر    ذره سيال را به گونه اي     

   .گيرد
    
  
  

                                                 
    مهندسي آب دانشگاه آزاد اسلامي واحد علوم وتحقيقات تهران-ي مهندسي عمراندانشجوي دكترا 1
  دانشيار دانشكده مهندسي عمران دانشگاه صنعتي سهند تبريز 2
  اه تبريزاستاد دانشكده مهندسي عمران دانشگ 3



  معادلات حاكم
 دوبعدي آن از معادلات آبهاي كم عمق، كه جريان هاي با ضخامت كم به منظور بررسي روش شبه لاگرانژي، با ناچيز فرض كردن لزجت سيال وحركت

  :را تشريح مي كند، استفاده شد؛ كه فرم اولري آن به صورت زير است
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 در ايـن دسـتگاه معـادلات،      . و عرضي سرعت متوسط گيري شده در عمق مي باشد          مولفه اي طولي     V و U ارتفاع كف،    b ارتفاع كل،    H،  )1(طبق شكل   
  .معادله اول و دوم از قانون دوم حركت نيوتن بدست آمده و معادله سوم معادله پيوستگي است

  :]5[حال دستگاه معادلات آبهاي كم عمق را به فرم لاگرانژي بازنويسي مي كنيم 
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bHd) 1(كه طبق شكل    : بوده و مشتق لاگرانژي به صورت زير تعريف مي شود=−
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  مقشكل شماتيك دو بعدي موج معادلات آبهاي كم ع) : 1(شكل 

  
  گسسته سازي به روش شبه لاگرانژي

)دقت درجه يك در زمان ) 1 )tO ∆:  
 به نقطه   nt+1 را طي كرده و در زمان        ABنشان داده شده، با فرض اين كه ذره سيال در طول خط سير خود مسير مستقيم                 ) الف-2(آنچنانكه در شكل    

),( ji yxي رسد، مشتقات زماني بين نقطه  م),( ji yx 1  در زمان+nt و نقطه )~,~( ii yx در زمان ntبراي محاسبه متغيير هاي جريان .  بدست مي آيد
)

ji ,
~ψ (  در نقطه)~,~( ii yx3[ت زير عمل مي كنيم به صور[:  
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nبراي بدست آوردن    
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ji ,β       با در نظر گرفتن مقادير اوليه براي ،][,
,

kn
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jiβ )       معمولاً ايـن مقـاديرn
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ji,β          بدسـت آمـده در گـام زمـاني 
~),(مقدار.) پيشين است 

ji
n yxU و ),(~
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n yxV              1[) 4( با ميانيابي خطي بدست آمـده، آنگـاه طبـق فرمـول[,

,
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jiα   1[ و[,
,

+kn
jiβ      بـا  .  حاصـل مـي شـود



,]1[جايگزاري  
,

+kn
jiα   1[ و[,

,
+kn

jiβ     به ترتيب در ][,
,

kn
jiα   و ][,

,
kn

jiβ              اين حلقه تكرار گرديده و تا زمـاني كـه اخـتلاف نتـايج n
ji,α و n

ji ,β در زمـان  k+1 و k 
  :ناچيز باشد ادامه مي يابد
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البته در صورت پايين بودن نوسانات مكاني سرعت مي توان با تقريب            .  معرف گام تكرار مي باشد     k معرف گام زماني و      nلازم به ذكر است، در معادله بالا        
nل قابل قبو

ji,αو n
ji ,β5[ را از معادله زير بدست آورد[ :  
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  :بنابراين مشتقات زماني متغييرهاي جريان  با دقت درجه يك به صورت زير تقريب زده مي شوند
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  :آنگاه فرم لاگرانژي دستگاه معادلات آبهاي كم عمق يه صورت زير در مي آيد
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  : عبارت زير حاصل مي شوددر معادله پيوستگي سوم،) 6(با جايگزاري معادله اول و دوم دستگاه معادلات 

)7(                             

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂+
∂

∂∆−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂+

∂
∂∆+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂+
∂

∂∆−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
∂
∂+

∂
∂

∂
∂∆+

++++
+

y
V

x
Udt

y
bV

x
bUtH

y
H

x
Hdgt

y
H

y
b

x
H

x
bgtH

nn
nnnn

nn
n

nn
n

~~~~~~

~
2

12

2

12
2

11
21

  

  
  
)دقت درجه دو در زمان ) 2 )2tO ∆:  

 منظور به همين] 5[ مي باشدسي نياز به دقت درجه دو در زماندقت درجه يك در زمان تنها براي كارهاي گرافيكي كاربرد داشته و در كاربردهاي مهند
  .در اين بخش گسسته سازي را با دقت درجه دو در زمان ارائه مي كنيم

n بوده با اين تفاوت كه مقادير 3-1قابل مشاهده است، روند كار شبيه بخش )  ب -2(آنچنان كه در شكل     
ji,α و n

ji,β    از مقادير سـرعت در نقطـه ميـاني 
بدست آمده و مشتقات زماني حول همين نقطه به صورت مركزي و با دقت درجه دو گسسته سازي شده اسـت و از عبارتهـاي غيـر                           خط سير ذره سيال     

  . ]3[بين نقاط انتها و ابتداي خط سير ذره نيز متوسط گيري شده است) غير لاگرانژي(مشتق زماني 
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  )ب                                                                   (    )    الف                   (                       

  دقت درجه دو در زمان) ب(دقت درجه يك در زمان ) الف(شكل شماتيك حركت ذره سيال در هر بازه زماني در حالت ) : 2(شكل
  



tt و t 1  از اطلاعات دو سطح زماني3-1در بخش   ، t 2براي محاسبات استفاده گرديده، اين در حالي است كه در بالا اطلاعات سه سـطح زمـاني   +∆
2tt tt و   +∆ استفاده از سه سطح زماني اسـت و تحقيقـات          به طور كلي استفاده از دو سطح زماني دو برابر سريعتر از             .  مورد استفاده قرار گرفت    +∆

 زمان، گام زماني مورد نياز براي پايداري در حالت استفاده از اطلاعات دو سطح زمـاني دو                  3نشان مي دهد در يك سطح از خطاي ناشي از حذف جملات           
ر نظر داشت كه بزرگتر شدن گـام زمـاني مـورد نيـاز بـراي                اما اين نكته را بايد د     . ]6[برابر بزرگتر از حالت استفاده از اطلاعات سه سطح زماني مي باشد           

  .پايداري نبايد به قيمت پايين آمدن دقت محاسبات باشد، پس نياز است كه دقت درجه دو در زمان نيز حفظ گردد
2ttكليد حل اين مسئله استفاده از يك برون يابي با دقت درجه دو براي استخراج متغييرهاي جريان در زمان                      و t با استفاده از اطلاعات در زمان    +∆

tt   : اين برون يابي به صورت زير است].6،7[ مي باشد؛ در اين حالت با استفاده از دو سطح زماني نيز دقت درجه دو در زمان حفظ مي شود −∆
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           ه يك سري از تحقيقات نشان داده كه استفاده از برون يابي در معادلـه پيوسـتگي مـدل آبهـاي كـم عمـق، منجـر بـه افـزايش نوسـانات محاسـباتي             البت

  .]8[ و راه حل اين مشكل استفاده از فرم لگاريتمي معادله پيوستگي براي گسسته سازي است]7[مي گردد
  
  

  الگوريتم حل
به دليل كوتاه تر بودن عبارات دقت درجه يك در زمان، ما الگريتم حل را براي اين قسمت ارائه كرده، ولي روند كلي حل براي گسسته سـازي بـا دقـت                                

  . درجه يك و دو در زمان يكي خواهد بود
    پـس  . يفرانسيل جزئـي مرتبـه دو از نـوع بيـضوي اسـت     مي توان مشاهده كرد كه در يك بازه زماني، شكل معادله به فرم معادله د            ) 7(با دقت در معادله     
بـا   .]10[ سايدل خـط بـه خـط اسـتفاده كـرديم             - در هر بازه زماني حل كرد كه ما از روش تكراري گوس            4را به روش ملايم سازي    ) 7(مي توان معادله    

  :  ، عبارت زير بدست مي آيد)7(گسسته سازي معادله 
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  :حال با تعريف متغييرهاي زير
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1 two-time-levels 
2  Three-time-levels   
3 truncation error  
4 Relaxation  
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ت خطي بدست مي آيد، كه در يك شكل فشرده داراي ماتريس ضرايب  ثابت بكار ببريم، يك دستگاه معادلاj در يك i را براي تمام مقادير  بالااگر معادله
در واقع .  معرف گام زماني مي باشد استn+1 و n و انديسهاي معرف مراحل تكرار محاسبات k+1 و kلازم به ذكر است كه انديسهاي . سه قطري است

     نـاچيز باشـد ادامـه   k و k+1وتا زماني كه اختلاف متغيرهـا در تكـرار         محاسبات با يك سري از اعداد فرضي شروع شده          در هر گام زماني،     در اين روش    
  .مي يابد

  
  

  نتايج
 كـه عمـق آب    شـده  در نظر گرفتـه ×11 متري با شبكه بندي ×100100به منظور نشان دادن نتايج حاصل از روش شبه لاگرانژي يك استخر مربعي             

مـسئله   ( متر را نشان مي دهـد       2 و ارتفاع    10ل و عرض  روند گسترش موج حاصل از يك ستون مربعي آب به طو          ) 3(شكل  . تر است  م 10موجود در آن    
شرايط مرزي به صورت غير لغزشي و ارتفاع جريان بر روي مرز در هر گام زماني با ارتفاع جريـان در نقطـه مجـاور برابـر فـرض گرديـده و       ). شكست سد 

∂=0(يز صفر در نظر گرفته شده است تغييرات كف بستر ن
∂=∂

∂
y

b
x

b.(  

 كه استفاده از دقت درجه يك در زمـان بـا افـزايش خطـاي        با دقت درجه يك و دو نشان مي دهد        نتايج حاصل از مقايسه دو روش عددي شبه لاگرانژي          
 بـوده و  2اما مزيت اين روش كم بودن خطاي پراكنش. واهد داشت باعث كاهش گراديانها در قلمرو حل شده و كاهش دامنه موج را به همراه خ    1هدردهي

ازاين رو استفاده از دقت درجه يك براي كارهاي گرافيكي و پويانمايي كه هـدف مـشاهده چكـونگي     . ]10[نوسانات كمي را در جوابها مشاهده مي كنيم         
دامنه موج را با دقت ) يعني خطاي پراكنش بيشتر(مشاهده نوسانات بيشتر اما استفاده از دقت درجه دو با وجود . پخش موج بوده بسيار مناسب مي باشد

  . بهتري تخمين زده از اينرو براي كاربردهاي مهندسي مناسبتر است
هد، دراين پژوهش نوع ميانيابي مورد استفاده خطي بوده كه تحقيقات نشان مي د      .  نقش مهمي در دقت و راندمان مدل عددي دارد         3انتخاب نوع ميانيابي  

شبيه سازيها و شبكه بنديهاي بزرگ شدت بيشتري يافتـه و           هده است و اين استهلاك در        قابل توجي در حركت موج قابل مشا       4دراين ميانيابي استهلاك  
قـرار  در واقعيت اين لزجت سيال است كه باعث استهلاك موج مي شود ولي در معادلاتي كه ما مورد اسـتفاده  . ]11[ممكن است باعث كاهش دقت شود  

در مقايـسه اي كـه   . ]5[داديم لزجت سيال صفر در نظر گرفته شده و منشا اين استهلاك نوع ميانيابي مورد استفاده و ضمني در نظر گرفتن زمان است                   
ز  استهلاك مـوج بيـشتري در مـدل عـددي حاصـل ا            ،بين مدل عددي اين پژوهش و مدلهايي كه بر اساس روش اولري گسسته سازي شده انجام گرفته                

 در روش اولري بيشتر بوده و گسترش موج 5اما نتايج نشان مي دهد كه نوسانات حاصل از پراش عددي. گسسته سازي شبه لاگرانژي  قابل مشاهده است
  .  و الگوي سرعت در روش شيه لاگرانژي از نوسانات كمتري برخوردار است وتغييرات الگوي سرعت و حركت امواج به طور نرمتري انجام مي پذيرد

شبه لاگرانژي اين محدوديت را     واحد محقق مي گردد؛ گسسته سازي        كوچكتر از    6برخلاف گسسته سازيهاي اولري كه پايداري محاسبات با عدد كورانت         
 به گونهاي اين موضوع بسيار مهم به وضوح در نتايج قابل مشاهده بوده،. ]2[نداشته و پايداري توسط ماكزيمم سرعت ناحيه محاسباتي محدود نمي شود 

 كوچك مـي شـد، در       ∆tكه در روش اولري، اگر ارتفاع اوليه ستون آب را از يك حدي بيشتر فرض مي كرديم، براي پايدار ماندن محاسبات، مي بايست                      
 اولري، به منظور پايداري، نيـاز بـه   همچنين با كوچك شدن اندازه شبكه در روش. حالي كه در گسسته سازيهاي شبه لاگرانژي اين مشكل وجود نداشت       

لازم به ذكر است كه اين موضوع بدون در نظر گرفتن دقت نتايج بوده و صرفاً . ( بوده ولي در روش شبه لاگرانژي اين نياز مشاهده نشد          ∆tكوچك شدن   
گرانژي و اولري در يك سطح قرار دارند با اين تفـاوت كـه بـه دليـل قابـل                    از نظر دقت نيز هر دو روش شبه لا        ). مسئله پايداري در نظر گرفته شده است      

  . ]3[ بزرگتر در روش شبه لاگرانژي هزينه محاسباتي اين روش كمتر خواهد بود∆tاستفاده بودن 
له قصد دارند در مقالات بعدي بـه مقايـسه دقيقتـر بـين      بيشتر معرفي روش شبه لاگرانژي در علوم آب بوده و نويسندگان اين مقا  ،هدف اصلي اين مقاله   

روش اولري كه بيشتر در علوم آب رواج داشته و روش شبه لاگرانژي پرداخته و محاسن و معايب هر كدام را از نظر دقت نتايج، پايداري، زمان مورد نيـاز                
  .بيشتري مورد بررسي قرار دهندبراي اجراي الگوريتم هر كدام از دو روش، با ارائه اعداد و ارقام، با دقت 

  
  

                                                 
1 Dissipation error 
2  Dispersion error 
3 Interpolate   
4 damping  
5 Numerical dispersion 
6 Courant Number   



  
 

)مسئله شكست سد(روند گسرش موج حاصل از يك ستون آب ): 2(شكل  


