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محاسبه ضرايب ميرايي رايلي براي سيستمهاي با درجات آزادي بالا

بدرلو ... بيت ا
 دانشجوي دكتراي سازه ، دانشگاه تربيت مدرس ، تهران 

badarloo@modares.ac.ir

خلاصه

لذا مهندسين به هنگام تحليل اين قبيل .  باشد براي آنها مشكل ميβ وαقبل از تحليل سازه هاي با درجات آزادي بالا حدس مقادير معني دار ضرايب رايلي 

ايي ثابت براي تمام مودهاي سازه مقادير ضرايب رايلي را تعيين مي كنند كه اين وضعيت غير واقعي مي باشد چرا كه نسبت سازه ها با فرض يك نسبت مير

 بگونه اي β وαوشي ارائه شده است كه بر اساس آن مقادير ضرايب رايلي براي حل اين مشكل در اين مقاله ر. ميرايي سازه در مودهاي بالاتر افزايش مي يابد

تعيين مي شوند كه بر اساس اين ضرايب مجموعه اي از نسبت هاي ميرايي كه با افزايش شماره مودها افزايش مي يابد فراهم مي شود كه بدين ترتيب 

 اين مقاله ضمن بيان رئوس كلي روش مذكور، نتايج نظير انواع مختلفي از سازه ها كنترل در. اطلاعات ورودي مورد نياز براي تحليل ديناميكي تامين مي شود

.شده و نتايج به صورت نموداري نيز نمايش داده شده اند

فركانس طبيعيديناميك، ميرايي، ضرايب رايلي، : كلمات كليدي 

مقدمه

، به علت محدود بودن اطلاعات و شناخت ما از ميرايي.  اهميت فوق العاده اي برخوردار استدر تحليل ديناميكي سازه ها و فنداسيونها خاصيت ميرايي از

.مي باشد) 1 (رابطهمؤثرترين و كاراترين روش براي در نظر گرفتن ميرايي در تحليل مودال سازه ها انتخاب ميرايي به صورت ميرايي رايلي معادل و به صورت 

[C] = α [M] + β [K] )1                                            (

. ب رايلي مي باشند ضرايβ وα به ترتيب معرف ماتريس ميرايي، ماتريس سختي و ماتريس جرم و متغيرهاي [M]، [K]، [C]كه در آن 

. در ماتريس ميرايي ارضاء مي شود،)2 (رابطهداراي اين مزيت است كه شرط تعامد، ) 1(استفاده از ماتريس ميرايي به فرم رابطه 

)2(nm ≠0=ΦΦ n
T
mC

مي توان سازه هاي داراي ) 2 (رابطه قبول خاصيت تعامد در ماتريس هاي جرم و سختي كه در كتابهاي ديناميك سازه ها اثبات شده است و در نظر گرفتن با

n درجه آزادي را به nاده نمود سيستم يك درجه آزادي و مستقل س.
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لذا در تحليل هاي. مشكل مي باشد) مودال( در شروع تحليل ديناميكي β وαبه دليل اينكه براي سيستم هاي با درجات آزادي بالا حدس مقادير معني دار 

 در حالي كه .اسي سازه مي باشدبور به استفاده از يك نسبت ميرايي ثابت براي تمام مودهاي اسج مرتبط مگر بر اساس تجربه و مراجعمهندسي  تحليلعملي 

با افزايش شماره مودها مشاركت جرم مودي كاهش مي يابد لذا با توجه به رابطه 
m
k

=ω معلوم مي گردد كه در مودهاي بالاتر به دليل كاهش 

kmCc رابطه  و همچنين بر طبقپيدا مي كندمشاركت جرمي، فركانس افزايش  معلوم مي شود كه به دليل كاهش جرم مودي ) ميرايي بحراني (=2

كه به صورت ) D( نسبت ميرايي .مي يايد با افزايش شماره مودها كاهش Ccدر مودهاي متوالي ضريب
cC
CD  تعريف مي شود به دليل كاهش ضريب=

cCنسبت ميرايي ثابت نظير تمام مودها بدين ترتيب معلوم مي گردد كه فرض. مودها مقدار آن نيز افزايش خواهد يافت، با افزايش شماره  در مودهاي بالاتر 

يك فرض غير واقعي بوده و مخصوصا براي سيستم ديناميكي كه در آن مشاركت مودهاي بالاتر قابل توجه باشد، نتايج بدست آمده بر اساس فرض نسبت

.ها مطمئنا واقع بينانه نخواهد بودميرايي ثابت در تمام مود

فرمولاسيون ميرايي رايلي

.قابل بيان است) 3 (رابطهصورت به ي حركت سيستم چند درجه آزادي تحت نيروي خارجي اعمالرابطهدر حالت كلي 

)3                                                                 ([ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } { })(tPXKXCXM =++ &&&

)(ا جايگزيني رابطه مختصات نرمال ب YX Φ=پيش ضرب كردن در ترانهاده بردار شكل مود  و)3( در رابطه و مشتقات زماني آن n، ام ΦTn ، 

:واهيم داشت خ

)4                                                                       ()(tPYKYCYM T
n

T
n

T
n

T
n ΦΦΦΦ =Φ+Φ+Φ &&&

)(شرايط تعامد nm ≠0=ΦΦ n
T
mC0=ΦΦ n

T
m K0=ΦΦ n

T
mM

را ) 4 (رابطهصفر گردند كه بدين ترتيب ) 4 (رابطه در  ام در عبارات جرم، سختي و ميراييnباعث مي گردد كه كليه جملات به غير از جمله مربوط به مود 
.بازنويسي نمود) 5( رابطه مي توان به صورت

)5                                  ()(tPnnnnnnn YKYCYM =++ &&&
.بازنويسي نمود) 6(را مي توان به صورت رابطه ) 5(رابطه همچنين 

)6                       ()(
)(

2 2 t
t
PM

PYYY n
n

n
nnnnnn

==++ ωωξ &&&

كه بدين ترتيب با استفاده از ميرايي بيان شده به فرم تنها زماني معتبر است كه ماتريس ميرايي متناسب با ماتريس سختي و ماتريس جرم باشد) 4(رابطه 

.قابل حصول است) 7(اده شده در رابطه به فرم نمايش د) 4(، ميرايي مشخص شده در رابطه )1(رابطه
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:نتيجه مي شود) 4(و ) 6(و ) 7(از مقايسه معادلات 

2
1112 βωαωξ +=

)8                            (2
2222 βωαωξ +=

22 nnn βωαωξ +=

. به صورت زير قابل بيان است) 8( درجه آزادي باشد معادله 2در صورتي كه سيستم ديناميكي مورد مطالعه تنها داراي 

2
1112 βωαωξ +=

)9             (2
2222 βωαωξ +=

.معلوم مي گردندβ وαضرايب مجهول) 9(معادله با حل دستگاه در اين شرايط كه 

كه براي تمام يليضرايب را در تعيين باشد،   تحليلگر)  درجه آزادي1000 يا 500مثلا(درجات آزادي بالايي سيستم مورد مطالعه داراي اما در حالتي كه 

براي رسيدن چرا كه به طور قطع هيچ راه حل مستقيمي براي . براي مودهاي اساسي سيستم معتبر باشد، دچار مشكل خواهد بودمودهاي ارتعاشي يا حداقل 

بر از طريق بهترين برازش انجام شده  نظير يك سيستم β وαمقاديردر اين راه حل يك راه حل تكراري مي باشد كه و راه حل ممكن نمي باشد به اين مقادير

به كه بر اساس آن مي توان ين مقاله ارائه مي شود يك روش ساده مي باشد اما روشي كه در ا. يدسيستم به دست مي آنظير تمام مودهاي β وαروي مقادير

.مي باشد بالا نيز معتبر  درجات آزاديبراي سيستم هاي با تعدادروش اين بدست آمده از  رايلي ضرايب. يافتمنحصر به فرد و معتبري دست دير رايلي مقا

بزرگ رايلي براي سيستم هاي ضرايبمحاسبه

:داريم) 8(رابطهاز 

2
1112 βωαωξ +=

)10         (
22
i

i
i

βω
ω
αξ       يا=+
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بطوريكه . ي مي باشدداراي دو ناحيه خطي و غير خط) 10 (رابطهنشان داده شده است و همانگونه كه از اين شكل پيداست ) 1(ر شكل د) 10 (رابطهنمودار 

 راديان بر ثانيه 8,5 از در محدوده فركانسي بزرگتربه صورت غير خطي و  راديان بر ثانيه 8,5 الي 0,5محدوده فركانسيدر ) 10 (رابطهتغييرات منحي 

.تغييرات نسبت ميرايي با فركانس خطي مي باشد

0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

0.12

0.14

0.16

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100 105

Natural Frequency

D
am

pi
ng

 R
at

io

 منحني تغييرات نسبت ميرايي با فركانس طبيعي سيستم–1شكل 

ξبه اندازه گيري پارامتر و يا بالاتر مي باشد، نيازي 1000، 100،500مثل حالتي كه سيستم ديناميكي داراي درجات آزادي بالايي براي  n
تمام  در 

ξمودها نمي باشد، بلكه كافي است n
به عنوان . اندازه گيري نماييمميباشد را %) 95بيش از % (100حدود مجموع مشاركت جرمي آنها نظير مودهايي كه 

، در چنين حالتي به جاي در نظر گرفتن  مود اول حاصل شود15در % 100مشاركت جرمي  درجه آزادي ، اگر مجوع 500با مثال براي يك سازه فولادي 

.مود سازه در نظر گرفتآخرين براي % 5براي مود اول و % 2 ميرايي برابر باتوان مود اول، مي15براي تمام % 5مثلا ميرايي ثابت 

bXرابطهمي توان نتيجه گرفت كه در ) 1(با توجه به منحني شكل 
X
aY  مقدار كوچكي مي باشد، جمله اولX، زماني كه=+

X
a

حاكم مي باشد 

، مشاركت جمله دوم افزايش يافته و X در حاليكه با افزايش مقدار.  ، مشاركت جمله اول تقليل يافته و در نهايت به صفر ميل مي كندX كه با افزايش مقدار

به عبارت ديگر چنانچه سيستم ديناميكي مورد نظر خيلي انعطاف پذير باشد داراي فركانس اصلي پاييني خواهد بود كه در.جمله حاكم در عبارت مي گردد

در مودهاي بالاتر به دليل افزايش فركانس ارتعاشي نسبت ميرايي با فركانس .تبعيت مي كند) 1(اين حالت نسبت ميرايي از ناحيه غير خطي نمودار شكل 

چنيني خواهند ار ايناحتمالا داراي رفت انعطاف پذير، شمع هاي خيلي بلند يا دودكش هاي بلندآنتن هاي به عنوان مثال .طي خواهد بودخمتناسب ارتعاشي

.بود

 بگونه اي كه در اين .، لذا داراي فركانس اصلي بالايي خواهند بودطراحي مي شوندچون اكثر سازه هاي مهندسي عمران به منظور داشتن صلبيت قابل قبولي 

قبيل سازه ها ، جمله شامل
2
β

خيلي كوچك مي مطلب كه محدوده غيرخطي براي سازه هاي متداول ين علاوه بر اين با فرض ا.  معمولا حاكم خواهد بود

.و فركانس ارتعاشي سيستم غير واقع بينانه نخواهد بودباشد، فرض تناسب خطي ميرايي 
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ωωωωمجموعه مقادير 123
,,,, ...n

ξξξξ و  123
,,,, ...n

درونيابي از ام با استفاده iمود نظير نسبت ميرايي . را در نظر ميگيريم

: مقادير توسط رابطه ذيل قابل بيان است اينخطي

)11                                                                                                        (ξωωωω
ξξξ 11

1

1 )( +−
−

−
=

i
m

m
i

:كه در آن 

ξ i
mi( امIنسبت ميرايي نظير مود :  ≤(ξ 1

. اولنسبت ميرايي نظير مود: 

ξ m
.) در نظر گرفته شده مي باشداصلي تعداد مودm (  ام mاصلي نسبت ميرايي نظير مود: 

ω i : فركانس طبيعي نظير مودiامω1 :فركانس طبيعي نظير مود اول.ωm :نظير موداصلي فركانس طبيعيm ام .

براي اكثر سازه هاي مهندسي، .باشنداساسي مي فقط چند مود اول آنها در رفتار ديناميكي سازه داراي مشاركت در سازه هاي با تعداد درجات آزادي بالا 

تعيين . در حالت حداكثر ميباشد مود 25 مود در حالت حداقل و حدود 3مي باشندحدود % 95مودهاي اساسي كه تقريبا داراي مجموع مشاركت جرمي تعداد 

.انجام مي شودهاي زير گامجرم مودي طي نتايج مشاركت و مقدار ويژه بر اساس يك حل مشاركت اساسي در پاسخ سازه دارند كه تعداد مودهايي

). معرف تعداد مودهايي است كه داراي مشاركت اساسي در پاسخ سازه مي باشندm( و تحليل مقدار ويژه انجام دهيد مود را در نظر گرفتهm5/2تعداد) 1

ξ(نظير مود اولمقدار نسبت ميرايي ) 2 1
. را انتخاب كنيد)

ξ ( ام mر نسبت ميرايي نظير مود مقدا)3 m
. را انتخاب كنيد)

mi (iبراي مودهاي مياني) 4 ξمقادير) 1>> i
.بدست آوريد) 11 (رابطه و بر طبق  را بر اساس درونيابي خطي

.بدست آوريد)12(طبق رابطه، نسبت ميرايي متناظر آنها را بر ابي  ، با استفاده از بروني mاز براي مودهاي بزرگتر) 5

)12(mim 5.2≤<ξωωωω
ξξξ mmi

m

m
i

+−
−

−
= )(

1

1

ξ شاملاولين مجموعه اطلاعات)6 1
 ،ξ m

 ،ω1 و ωmرا انتخاب كنيد.

. ذيل بدست آوريدرابطهرا بر طبق β مقدار)7

)13(
ωω

ωξωξβ 22

1

11
22

m

mm

−

−
=

. بدست آوريدراα مقدار)14( رابطه درβبا جايگزيني مقدار) 8
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)14(ωωξ βα 2

111
2 +=

ξشاملدومين مجموعه اطلاعات ) 9 1
 ،ξ m5.2

 ،ω1 و ω m5.2را انتخاب كنيد.

. بدست آوريد)14(و ) 13(را بر طبق معادلاتβ وαمقدار) 10

. ذيل در دسترس مي باشد روش3مقادير بدست آمده ازبدين ترتيب حال 

.درونيابي خطي نتايج حاصل بر اساس )1

ξ مجموعه اطلاعاتنتايج حاصل بر اساس) 2 1
 ،ξ m

 ،ω1
ωm و 

.

ξ مجموعه اطلاعاتنتايج حاصل بر اساس) 3 1
 ،ξ m5.2

 ،ω1 و ω m5.2.

بهترين برازش از كنيم كه كدام روش ميكنترل ترسيم مي كنيم و )10(رابطه را بر اساس  روش فوق3نسبت ميرايي نظير هر -فركانسمنحني در اين مرحله 

.مود اصلي اول مي باشد mمنحني نظير برونيابي خطي 

اعتبار سنجي روش 

. سازه متفاوت بكاربرده شده است3ه شده در اين مقاله، رو ش مذكور در مورد ئروش ارامنظور اعتبار سنجي در اين قسمت به 

:مورد اول

% 10تا % 2 مود اول رخ مي دهد و نسبت ميرايي در آنها از 6 متر كه فرض مي شود پاسخ ديناميكي اساسي آن در 305دودكش بتن مسلح به ارتفاعيك 

.آورده شده است) 1( در جدولهايج تحليل مودال دودكش مورد مطالع نت.متغير است

 مود اول دودكش بتن مسلح15مقادير فركانس -1جدول

شماره مود151413121110987654321

)sec/rad(فركانس35353430262323232119171513136

 روش سه نظير تمام مودهاي ارتعاشي سازه به براي مود ششم مقادير نسبت ميرايي % 10مود اول و نسبت ميرايي براي % 2با در نظر گرفتن نسبت ميرايي 

.نشان داده شده است) 2(زير محاسبه شده است كه خلاصه نتايج به صورت نموداري در شكل 

ξωωωωبر اساس درونيابي خطي و با استفاده از رابطه-1
ξξξ ii

m

m
i

+−
−

−
= )( 1

1

1

 مود اول سازه و با استفاده از رابطه     6س بر اسا-2
22
i

i
i

βω
ω
αξ +=
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بر اساس كل مودها و با استفاده از رابطه             -3
22
i

i
i

βω
ω
αξ +=
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Linear Damping Damping Upto 6th mode approximationm Danping upto fall range appromixation

 مدل دودكش منحني تغييرات نسبت ميرايي براي مودهاي مختلف–2شكل

:مورد دوم

% 15تا % 10 مود اول رخ مي دهد و نسبت ميرايي در آنها از 6آزادي كه فرض مي شود پاسخ ديناميكي اساسي آن در  درجه 7187يك مدل فنداسيون داراي 

.متغيير است

فنداسيون مود اول 15  مقادير فركانس - 2جدول 

شماره مود151413121110987654321

)sec/rad(فركانس23623221720920320019115815312512499656326

 روش سهبراي مود ششم مقادير نسبت ميرايي  نظير تمام مودهاي ارتعاشي سازه به % 15براي مود اول و نسبت ميرايي % 10با در نظر گرفتن نسبت ميرايي 

.نشان داده شده است) 3(مذكور در فوق محاسبه شده است كه خلاصه نتايج به صورت نموداري در شكل 

0.00

0.05

0.10

0.15

0.20

20 70 120 170 220
Frequency

D
am

pi
ng

 ra
tio

Linear Damping Damping Upto 6th mode approximationm Danping upto fall range appromixation
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مورد سوم

 مود اول رخ مي دهد و نسبت ميرايي در آنها 6 درجه آزادي كه فرض مي شود پاسخ ديناميكي اساسي آن در 18000 بعدي ، داراي 3يك ساختمان فولادي 

.متغيير است% 5تا % 2از 

 بعدي3ود اول ساختمان  م15مقادير فركانس -3جدول 

شماره مود151413121110987654321

)sec/rad(فركانس11,411,211,110,6109,89,38,98,88,78,27,86,66,26,1

 روش سهدهاي ارتعاشي سازه به براي مود ششم مقادير نسبت ميرايي  نظير تمام مو% 5براي مود اول و نسبت ميرايي % 2با در نظر گرفتن نسبت ميرايي 

.نشان داده شده است) 4(مذكور در فوق محاسبه شده است كه خلاصه نتايج به صورت نموداري در شكل 
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 بعدي3 مدل ساختمان  منحني تغييرات نسبت ميرايي براي مودهاي مختلف–4شكل

گيرينتيجه
 مي باشند كه مهندسين β وαحليل ديناميكي سيستم هاي چند درجه آزادي نيازمند مقادير  براي تSAP2000نرم افزارهاي تحليلي، تجاري موجود از قبيل 

بر اساس روش شرح .  را معلوم مي نمايند كه اين فرض يك فرض غير واقعي مي باشدβ وαدر حال حاضر با فرض يك ميرايي ثابت در تمام مودها مقادير 
 به صورت منطقي تري پيش بيني نمود كه بر اساس آنها نسبت ميرايي در هر مود نسبت به مود قبلي β وαداده شده در اين مقاله به راحتي مي توان مقادير

. افزايش مي يابد كه از اين مقادير مي توان به عنوان اطلاعات ورودي در تحليل ديناميكي استفاده نمود
فرض ميرايي ثابت براي تمام مودها تصوير واقعي تري از رفتار سازه تحت مقادير به دست آمده بر اساس اين روش نسبت به مقادير بدست آمده از روش 

.بارگذاري ديناميكي ارائه مي كند

مراجع
1- Clough, R.W. and Penzien J. Dynamic of Structure, McGraw Hill Kogakusha, 1975.
2- SAP User Manual, University of California, Berkeley.


