
Computer For Civil Softeare Engineering Group :   www.CCSofts.com  ,  www.CompCivil.com

 براي حل معادلات سنت ونانت جديدارائه يك روش عددي

 ، حسين هوشمندزادهمحمد هوشمندزاده
 و عضو باشگاه پژوهشگران جوانكارشناس مهندسي عمران  دانشكده مهندسي دانشگاه آزاد اسلامي واحد اهواز

دانشجوي كارشناسي مهندسي عمران دانشكده مهندسي دانشگاه آزاد اسلامي واحد شوشتر
hooshmandzadeh_civil@yahoo.com

چكيده
براي بيان خصوصيات اين جريان ها از معادلات سنت ونانـت اسـتفاده مـي        . تغيير مي كند   طول مسير    در هر لحظه در   جريان هاي غير دائمي ، سرعت و عمق جريان          در  

حل آنها در حالت عادي امكان پذير نبوده ، بلكه بايستي با استفاده از يكسري شرايط  غير خطي هستند لذا  اولچون اين معادلات از نوع ديفرانسيل هذلولوي مرتبه     . شود
نتايج بدست آمده با واقعيت مقايسه شدند كـه از ايـن   . در اين مقاله كوشش شده است تا روشي جديد براي حل اين معادلات ارائه نمود     .  حل آن نمود   و فرضيات اقدام به   

.جهت بطور قابل توجهي رضايت بخش بوده اند

ديفيوژن ، ديناميكي ، ثقلي ، سنت ونانت ، مانينگ:كليد واژه ها

 مقدمه-1
ولـي در عمـل در      . درجريانهاي دائمي ، دبي جريـان ثابـت فـرض مـي شـود             . ائل هيدروليك ، با فرض جريان هاي دائمي تحليل مي شوند          بسياري از مس  

غير دائمي هستند يعني در آنها دبي و سطح مقطع جريان يـا زوج عمـق و سـرعت در هـر نقطـه      ا بصورت هبلكه جريان . بسياري از موارد اينگونه نيست   
بـراي ايـن كـار از معـادلات سـنت ونانـت             . پس براي تحليل اين نوع جريان ها مي بايست در هر نقطه مشخصات جريان را بدسـت آورد                 . تغيير مي كنند  

هـر جريـان غيردائمـي در حقيقـت     .به دليل اينكه اين معادلات پيچيده هستند لذا از روش هاي عددي براي حل آنها استفاده مي شود              . استفاده مي شود  
 حركت يك موج كه با تغيير مكان خود و بر حسب شرايط ، عمق جريان يا دبي و يا هر دو را از مقطعي به مقطع ديگر و از زماني به زمـان               عبارت است از  

طبـق تعريـف ، يـك مـوج     .  امكان دارد اين تغييرات بر اساس برنامه طراح و يا به دليل حوادث اتفاقي و بصورت ناخواسـته رخ دهـد          .ديگر تغيير مي دهد   
. بارت است از يك تغيير موقت در سطح آب كه توسط سيال انتشار مي يابدو سرعت آن عبارت است از سرعت انتشار چنين آشفتگي نـسبت بـه سـيال                ع

ژن موج هاي ديفيو-3وج هاي ثقليم-2 موج هاي ديناميكي1:امواج در كانال هاي باز به چهار دسته تقسيم مي شوند
 موج هاي سينماتيك-4

. يي از  جريان هاي غير دائمي را مي توان در هيدروليك درياها و رودخانه ها به شكل امواج نوساني يـا جـزر و مـد اقيـانوس هـا مـشاهده نمـود                           نمونه ها 
سيلاب ناشي از شكست سدها نيز يك نوع جريان غير دائمي بوده كه مي تواند خسارات فراواني به تاسيسات مهم پايين دسـت خـود ماننـد نيروگاههـا و                        

.نواحي مسكوني وارد نمايد

 معادلات سنت ونانت -2
بوسـيله سـنت ونانـت فرانـسوي     1871اعتقاد بر اين است كه روابط پيوستگي و اندازه حركت براي بيان جريان ناپايدار در كانال ها ، نخستين بار در سال              

 از )هاي فضا و زمان در تجزيه و تحليل اين نوع جريان ها دخالـت دارنـد      به دليل اينكه پارامتر   ( اين معادلات ، ديفرانسيل جزئي شبه خطي      . تعميم يافتند 
 چون حل تحليلي آنها در شرايط عادي امكان پذير نيست لـذا بـا اسـتفاده از يـك سـري      .مرتبه اول و نوع هذلولوي بوده كه بايد بطور همزمان حل شوند       

 مزايـا  1وو و مولينـاس  . گفته مي شود) كوپله(به اين نوع معادلات ، دوتايي     .اقدام نمود فرضيات ساده كننده وشرايط اوليه و مرزي بايد نسبت به حل آنها             
 اگـر كانـال   -2. زماني طولاني تري استفاده كرددر روش كوپله مي توان از گام هاي-1:و معايب روش حل همزمان معادلات را بصورت زير بيان نموده اند           

 فرمول سازي و گسسته سازي حل كامل در روش كوپله داراي زحمت بيـشتري اسـت   و   -3.  ه همراه دارد  خيلي فعال باشد روش كوپله ، نتايج بهتري ب        
. در عين حال  دقيقتر نيز است 

 فرضيات مورد استفاده در بدست آوردن معادلات سنت ونانت- 1-2
:اين فرضيات عبارتند از 

-4.    توزيع سرعت در كل مقطع عرضي يكنواخت مي باشد-3.   ه اندك است شيب طولي آبراه-2.   توزيع فشار بصورت هيدرواستاتيك است-1
.  براي محاسبه افت بار از فرمول هاي شزي يا مانينگ استفاده مي شود-5.    آبراهه منشوري است

1 -Wu and Molinas
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 انواع روش هاي حل معادلات سنت ونانت-3
ست كه حالات بسيار خاص و محدودي از امواج كه بتوان معادلات مـذكور را بـا     به روش تحليلي فقط در شرايطي امكان پذير ا        حل معادلات سنت ونانت       

بـا توسـعه رايانـه و    . روش هاي ترسيمي به دليل احتياج به وقت طولاني ، اخيراً كمتر مورد توجه قرار گرفته انـد          . فرضياتي ساده نمود وجود داشته باشد     
، روش هاي عددي به تدريج جاي ساير روش ها را گرفته و به ويژه امكان اعمال عوامـل      ت پيچيده   امكان استفاده از سرعت هاي بالاي آنها در حل معادلا         

و شرايط بيشتر و از سوي ديگر همزمان با آن ، دسترسي به نتايج و جوابهاي نسبتاً دقيق ، سبب شده است كه روش هـاي ديگـر تـدريجاً كنـار گذاشـته                   
تكنيك هاي مختلفي وجود دارد كه هر كدام از منظر همگرايي ، ثبات ، دقت و بازدهي ، مزاياي مخـصوص     براي حل اين معادلات به روش عددي ،         .شوند

:به خود را داشته و مي توانند به صورت زير تقسيم بندي شوند
 روشهاي تقريبي-1

به رونديابي مخـزن ، مـوج سـينماتيك ، ديفيـوزن     از جمله اين موارد مي توان . بر روي معادله پيوستگي و معادله خلاصه شده حركت پايه ريزي شده اند        
. اشاره كرد1آنالوزي و روش ماسكينگام

 روش هاي عددي-2
از جمله مهمترين روش هاي عـددي حـل معـادلات سـنت ونانـت ، روش خطـوط       .هدف آنها عبارت است از حل معادلات مربوطه از طريق مدل عددي             

 در روش خصوصيات ، معادلات پيوسـتگي و انـدازه حركـت بـه دو جفـت معـادلات       . پايه گذاري نمود  آن را  3 مونژ 1789 مي باشد كه در سال       2مشخصه  
حـل  )تفاضل متناهي(ديفرانسيل معمولي كه مشخصات و خصوصيات جريان را مشخص مي نمايند ، تبديل شده و سپس از طريق روش اختلافات محدود           

بـراي  . ت جزئي با اختلافات محدود تعويض شده و معادلات جبري حاصله حل مـي گردنـد               م ، مشتقا  ييا روش مستق  در روش اختلافات محدود   . مي شوند 
استفاده از روش اجزا محدود ، سيستم به تعدادي جز كوچك تقسيم شده و از معادلات ديفرانسيل جزئي در گره هاي مربوط به هـز جـز انتگـرال گيـري           

در روش صريح ، معادلات جبري حاصـله خطـي بـوده و متغيرهـاي     . ي تقسيم مي شود   روش اختلافات محدود ، خود به دو روش صريح و ضمن          . مي شود 
 ، معـادلات جبـري عمومـاً غيـر خطـي      )غير صريح (در حالي كه در روش ضمني. وابسته بطور صريح و در انتهاي هر محدوده زماني ، استخراج مي شوند           

 هنگام انجام محاسبات به شرايط اوليه نياز اسـت تـا بتـوان مقـادير مجهـولات را در      البته در. محاسبه مي شوندبوده و متغيرهاي مربوطه به شكل ضمني    
. اشاره نموداز جمله ديگر اين روش ها ، مي توان به روش ، عناصر متناهي ، طيفي و عناصر مرزي . مشخص نموديابتداي هر محدوده زمان

روشهاي تفاضل محدود- 3-1
باشد، لذا در اين بخش كوشش مي شود تامباني اين روش ت سنت و نانت ميلاوشهاي عددي كامل حل معادبا توجه به اينكه تفاضل محدود يكي ازر

لذا دقت اين روش هابيشتر از روشهاي . در اين روشها، رابطه پيوستگي همراه با كليه عبارات معادله اندازه حركت به كارمي روند. مورد بررسي قرار گيرند
به عبارت ديگر بسياري از پديده هاي فيزيكي را مي .  مهم علمي و مهندسي درحيطه معادلات ديفرانسيل قرار ميگيرندبسياري از مسائل.تقريبي است

ل يفرانسيده ر مستقل مي شود، معمولاً معادلياچند متغيوقتي كه تابع مورد مطالعه شامل دو . توان به وسيله معادلات ديفرانسيل مدل سازي نمود
ني به يرزميالات، انتقال حرارت، حركت و آلودگي آبهاي زيك سينامياكثر معادلات حاكم بر د. ل پاره اي خواهد بوديفرانسي دهك معادليآن مربوط به

د يلي حل كرد باين گونه مسائل را مي توان به روش تحلي فقط بخشي از اهنكيل ايبه دل. ان مي گردندي دوم بهل پاره اي مرتبيفرانسيصورت معادلات د
ره مي باشند، حل يك متغيازتوابع ده تريچيره پيچون توابع چند متغ.باً به حل عددي محدود مي شودين گونه معادلات تقريه روش حل ارفت كيپذ

-1: كي مربوط عبارتند ازيزيده هاي في هاي مهم و پدPDEبرخي از. كي از چالش هاي روشهاي عددي مي باشدي(PDE)ل جزئي يفرانسيمعادلات د
 چهار هك مرتبي هارمونهمعادل- 5. سونيمعادله پر-4.  معادله لاپلاس-3.   حرارتهمعادل-2 . (t)ك بعد زماني ي و (x,y,z)ا سه بعد مكان  موج بهمعادل

ان يب... ك ، كشساني و يناميدروديس ، هيك كوانتومي ، الكترومغناطياز مكانگريينها مي توان مثالهاي دي استوكس علاوه برا- ر ي معادلات ناو-6
هبراي مشخص كردن جواب معادل. ل همزمان مي باشديفرانسي دهده اي است كه شامل دو معادليچيارپي استوكس مثال بس-ريمعادلات ناو.كرد

ه يط ناحيا بخشي از محير مرزي روي تمام يط به صورت مقادين شرايعموماً ا.ف نموديستي براي تابع جواب تعريگري را بايط دياي،شرال پارهيفرانسيد
انواع . ل استيفرانسيد چگونگي معادلاتهن كنندييط مرزي ازعوامل تعيف مرزها و شرايط. ه مورد نظراست مي باشنديي كه جواب معادله در  آن ناحا

سته ر وابيمشتق عمومي متغ: ط مرزي نومنيشرا- 2. ر وابسته روي مرزها مشخص مي شوديمقدار متغ: لهيرشيط مرزي ديشرا-1:ط مرزي عبارتند ازيشرا
در برخي موارد، در : شرط مرزي مختلف-4. شله و نومن مي باشديريب خطي از شرط مرزي ديترك: نيمرزي رابشرط- 3. در مرزها معلوم مي شود

ر يستي مراحل زيات حل عدد، صرفنظر ازروش حل، بايبراي انجام عمل.گر آن شرط نومن برقراراستيله و در قسمت ديرشيك مرزشرط ديبخشي از 
حل دستگاه معادلات -4). منقطع كردن معادله( بدست آوردن معادلات جبري - 3.  شبكه بندي حوزه حل مساله-2. تعريف حوزه عمل-1:رديصورت گ

. ا تكرار كنندهيجبري حاصل به روش هاي معمول و 
ف حـوزه عمـل و حـل    ي ـن صـورت، تعر   ي ـر ا يدر غ .  حل مي باشد   ه شبكه بندي حوز   هتفاوت روشهاي حل عددي در بخش منقطع كردن و تاحدودي انداز          

.كسان مي باشديدستگاه معادلات جبري در آنها 

Muskingum -1

Method of Characteristics-2

Monge-3
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 دومهل پاره اي و مرتبيفرانسيانواع معادلات د- 3-2

م يتقس. دارد2هتقل درجسب عبارت هاي مين معادلات به ضرايز ايتما. اشاره كرد بيضوي، سهمومي،هذلولوين معادلات مي توان به معادلاتياز انواع ا
ر وابسته و مشتقات آن به يدر معادلات خطي، متغ. م مي كننديرخطي تقسي خطي و غه اي، آنها را به دودستهل پاريفرانسيگراز معادلات دي دبندي

.ده مي شوديا مشتقات آنها ديرهاي وابسته و يب متغيرخطي، حاصل ضريل غيفرانسيولي درمعادلات د. صورت خطي وارد مي شوند

ل پاره ايل پاره ايييفرانسفرانسييود درحل معادلات دود درحل معادلات دكاربرد تفاضل محدكاربرد تفاضل محد--33--33

 تفاضل ها براي هر هسپس، معادل. ا تفاضل هاي محدود استيتقل ها سن نمودن ميگزيل پاره اي، جايفرانسيكي ازروشهاي حل تمام انواع معادلات دي
روش تفاضل محدودبه دو صورت انجام مي . ن مي زنديتابع را در هرگره تخممقاديرن معادلات، يحل همزمان ا.  مورد نظرنوشته شده مي شودهگره شبك

.  كاربرد مفهوم حجم كنترل- 2. لورياستفاده ازبسط ت-1:شود
ن صورت مشتقات جزئي با تفاضل هاي محدود يابه. شوددرروش تفاضل هاي محدود به جاي مشتق هاي جزئي از تفاضل هاي محدود استفاده مي

ن يلور استفاده مي شود كه در آن از جملات مرتبه دوم به بالا صرفنظر شده بود ولي بعدها ايب از بسط تي تقرنيدر ابتدا جهت ا. ب زده مي شوديتقر
 مورد هستي محدوديروش نخست باني مورد نظر را به صورت استفاده ازاهستي محدودين روش نخست بايولي در صورت استفاده ازا. ديروش كاملتر گرد

در صورت استفاده از روش تفاضل هاي .مذكورجملات مربوط به مشتقات جزئي را بسط دادد و سپس بر روي گره هايل كرينظر را به صورت گره تبد
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H ن يدر ا(Expicit method):ح ي روش صر-الف:ر استفاده كردي روش ز3 درمعادلات سنت ونانت مي توان از ,

.ر آنها درزمان حال استفاده مي شوديز مقادروش براي بسط عبارات مذكور ا

)1(

)�(

:كلسوني روش كرانك ن- ب
.نده استفاده مي شودين زمان حال و آير فوق بين روش براي بسط عبارات ذكرشده از متوسط مقاديدر ا

)�(

)�(

ن روش يبسط عبارتهاي  ذكر شده در ا. شودي نده استفاده ميرآنها در زمان آدين روش براي بسط عبارات مذكور از مقايدر ا):ضمني(ح يرصريروش غ- پ
:ر مي باشديبه صورت ز

)5(

)6(

:سه سه روشيمقا
ح يرصرين تري نسبت به روش غيين روشها جواب معادلات از دقت پايدرا-1. لكسون داراي دو اشكال عمده هستنديح و كرانك نيروش هاي صر
ل يبه دل-2. ر روشها برخوردار هستنديشتري نسبت به سايدار بوده و جواب هاي آن از دقت بيح همراه پايرصريدر صورتي كه روش غ. برخوردار است

ار كورانت يمع علاوه بر ∆t و ∆xن يد بيلذا به هنگام حل معادلات با. داري معادلات مشروط خواهد بودير مذكور در زمان حال، پاياستفاده از مقاد
نكه حجم محاسبات روشهاي تفاضل محدود ينكته مهم ا. كاربرد معادلات مي شودهن عامل سبب محدود شدن دامنيز برقرار باشد كه هميگري نيشرط د

.ه روش اجزاء محدود كمتر استيژر روشهاي كامل به وينسبت به سا
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1اء محدودزروش اج- 3-4

ل با مشتقات جزئي است يفرانسيك براي حل معادلات ديك تكنيروش مذكور . در حال گسترش مي باشدر ابداع شد و ين روش در دهه هاي اخيا
ا هر شكل يل مثلث، مربع و ي بااشكال دلخواه از قبييوسته است به المانهايطي پين است كه محدوده مورد مطالعه را كه محياساس روش اجزا محدود ا

م كرد و سپس با اعمال معادلات بر روي المانهاي مورد نظر و ي ساده تقسييخواه مي توان آنرا به المانهالذا جهت هر بازه دل. م مي كننديگر تقسيد
ادي ين روش در كارهاي مربوط به حجم زيا. ل با مشتقات جزئي را محاسبه كرديفرانسيري از آن بر روي كل بازه مي توان جواب معادلات ديانتگرال گ

ن ير بر روي ايدر سالهاي اخ. شتري استينه نسبت به روش المانهاي محدود داراي كاربرد بين زمياي تفاضل محدود در ادر مقابل،روشه. از حافظه دارد
.ن رشته در حال تكامل و گسترش مي باشديادي انجام شده و ايقات زيالات تحقينه مسائل مربوط به سيروش درزم

 روش انجام كار-4
شكل كلي اين معادلات . دن مشخصات جريان هاي غير دائمي از حل معادلات سنت ونانت استفاده مي شود همانگونه كه بيان شد براي بدست آور

:بصورت زير است
)7(

)8 (

شـيب اصـطكاكي   fSشـيب كـف كانـال ،     0Sسطح مقطع جريان بر حسب متـر مربـع ،           Aدبي جريان بر حسب متر مكعب بر ثانيه ،          Qكه در آن    

،y       و تراز سطح آب درون كانال بر حسب متر xوt     بـراي محاسـبه شـيب اصـطكاكي      .دن مي باش  به ترتيب مختصه مكان و زمانfSز رابطـه مانينـگ   ا

. استفاده مي شود
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. آنها مي پردازيمبراي حل معادله به شرايط اوليه و مرزي نياز است كه اكنون به بررسي
 شرايط اوليه و مرزي- 4-2

:در اين معادله شرط اوليه عبارت است از. داده مي شودt=0مقدارمعادله در زمان  شرايط اوليه به وضعيتي گفته مي شود كه طي آن 
)13(
)14(

در ايـن  . با استفاده از شرايط مرزي مقدار معادله در مرزها داده مي شود         . ترتيب دبي وسطح مقطع جريان در حالت ماندگار است         به0Aو0Qكه در آنها    
:معادله شرط مرزي عبارت است از

)15(

)16(

bttبراي ) 15(كه معادله  bttبراي ) 16(و معادله 0>> . صدق مي كند<
 راه حل عددي- 4-3

:لذا معادله مزبور بصورت زير بازنويسي مي شود. از روش تفاضل محدود صريح استفاده مي كنيم ) 10(براي حل معادله ديفرانسيل 
)17(

1مقدار ) 17( با استفاده از معادله
1
+
+
j
iQ عبارت است از:

)18(

:با استفاده از روابط زير بدست مي آيندmβوmαكه در آن 

)در نهايت با محاسبه دبي براي هر گام زماني بعد ، مي توان )txA :را بصورت زير محاسبه نمود,
)21(

 مطالعه موردي-4
 هنگامي كه موج جريان وارد كانال مي شـود بـصورت تـابعي از زمـان            عملكرد مدل هيدروديناميكي فوق جهت شبيه سازي و تحليل تغييرات عمق آب ،            

متر و موج ورودي به كانال بصورت تابع سينوسي در نظـر گرفتـه مـي     50 و   50000در اين مثال طول و عرض كانال بترتيب         . مورد مطالعه قرار مي گيرد    
رود به كانال پس از ورود يك موج به ازاي زمان هاي مختلف و شيب كـف  مقايسه ميان عمق هاي مختلف جريان بر حسب متر هنگام و         ) 1(نمودار  .  شود

ساعت و عمـق جريـان حـدود    3حركت موج    زمان   n=01/0همانگونه كه ملاحظه مي شود به ازاي ضريب زبري        . نشان مي دهد  0S=0002/0كانال  
. متر خواهد بود3ساعت و بيشينه ارتفاع موج 4 زمان حركت موج n=03/0ولي به ازاي . متر است8/1
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مهمترين عامـل در محاسـبه   nهمانگونه كه ملاحظه مي شود متناسب با افزايش زبري ، عمق جريان آب نيز بيشتر مي شود به دليل اينكه ضريب زبري      
 و ضـريب زبـري   0005/0 و 0002/0تغييرات عمق جريان در زمان هاي مختلف بـه ازاي شـيب هـاي كـف      ) 2(در نمودار . ن استمقاومت در برابر جريا   

01/0=n       مشاهده مي شود كه هرقدر شيب كف كانال بيشتر باشد ، عمق جريان در كانـال بيـشتر خواهـد بـود                    . پس از عبور يك موج نشان مي دهد .

و 0005/0متـر و بـه ازاي شـيب كـف     8/1ساعت ، عمق جريان برابر3/2باشد ، پس از گذشت زمان   0S=0002/0ن هنگامي كه شيب كف كانال       بنابراي
. متر مي رسد4/1 ساعت ، بيشينه ارتفاع موج آب درون كانال به 4/2زمان 

 نتيجه گيري-5
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